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1 Introduction

Le concept de criticalité auto-organisée est une description physique de systéme
ayant un point critique absorbant. C’est a dire qu’un tel systéme sera naturellement
attirée vers le point oil ce produit une transition de phase. De petite fluctuations peuvent
donner lieu a des formes macroscopique, dont le fameux "effet boule de neige". Ce modéle
explique la présence de formes géométriques complexes voire fractale dans la nature qui
semble ne pouvoir émerger que dans un systéme a son point critique. Bien que le concept
soit bien accepté physiquement, il n’y a cependant pas de modéle universel bien compris
mathématiquement.

Un des modéles présentés qui est un candidat pour étre un modéle universel exhibant
de la criticalité auto-organisée est le systéme de marches aléatoires activées (ARW).
Ce modéle a été initialement introduit sur la grille Z¢, c’est un systéme de particules
ol chaque particule peut étre dans deux états, active ou passive. On autorise de plus
plusieurs particules sur un méme site. La dynamique locale du systéme est la suivante :

— Chaque particule active effectue une marche aleatoire en temps continue, par
exemple la marche simple au plus proche voisin en temps continue sur Z.

— De plus chaque particule active posséde une horloge interne qui désactive la
particule a taux 0 < A < oo (qui peut étre infini).

— Une particule passive sera réactivé si une particule active arrive sur le site ou
cette derniére était fixée. Si une particule devait se désactiver sur un site ou elle
n’était pas seule alors elle est instantanément réactivé.

Une des propriétés les plus surprenante de ce systéme est la propriété abélienne, on
peut effectuer le déplacement de chaque particule dans n’importe quel ordre sans changer
la distribution finale du systéme.

L’un des intéréts du modéle consiste en ’étude de la transition de phase, s’il y a trop
peu de particules initiale alors toutes les particules finiront par devenir passive, alors qu’au
contraire si on commence avec assez de masse initiale les effets en cascade réactivent les
particules passives ce qui fait que le systéme ne se stabilise jamais.

On dit que le systéme se stabilise si, pour chaque site fixée, le nombre de particule
active a ce site est stationnaire & partir d’un certain temps.

Etant donné une distribution initiale de particules active a densité u, par exemple un
nombre de particule qui suit une loi de Poisson de paramétre y, et un taux de désactivation
A, par un argument ergodique, la probabilité que le systéme se stabilise est 0 ou 1. De
plus on peut se convaincre que si un systéme paramétré par p et A se stabilise alors tout
systéme a densité plus petite que p et taux de désactivation plus grand que A se stabilisera
aussi. En effet on peut coupler deux systémes paramétrés par (u, A) et (u/, \') tels que
i < et N> Xde tel maniére a ce que le premier systéme aura toujours plus de particule
actives que le second. En conclusion il existe une surface critique (i, A) qui sépare la
stabilisation de I'activité.

[’étude de cette courbe n’est pas du tout achevée et a connu des avancées trés récentes.
Il est conjecturé que la densité critique est une fonction strictement décroissante de A. Il
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n’a été prouvé que quelque jour avant le début de mon stage qu’il y a une transition non-
triviale en dimension 2 c’est a dire qu’il est possible d’avoir une phase active en dimension
2. On sait donc maintenant qu’il y non-fixation en toute dimension pour A assez proche
de 0, et il y a fixation pour p assez proche de 1.

Criticalité auto-organisée La transition de phase pour le systéme macroscopique Z?
est une transition ordinaire, I’aspect de systéme "auto-organise"’ lui se comprend lorsqu’on
regarde des boites finis. Dans un cadrant fini s’il y a trop de particules actives le surplus
aura tendance a aller vers I'infini, alors que s’il y en a trop peu, les particules actives qui
arrivent dans le systémes ont tendance & s’accumuler. Cela méne a la conjecture que le
systéme est attiré vers une densité critique qui serait la méme que la densité critique qui
fait interface entre non-stabilisation et fixation. Récemment Levine et Liang ont précisée
un cadre dans |[LL21] pour étudier la dynamique fini et tenter de comprendre la limite
d’échelle. Dans mon stage je me suis intéressé & la dynamique qu’ils ont défini sur des
graphs fini pour notamment regarder le temps de mélange du systéme. En effet un mélange
rapide est souvent signe d’universalité du modéle.

1.1 Modéle sur des graphs finis

On se place maintenant dans un cadre plus général et on prend G = (V| E) un graph
fini. On suppose de plus le graph G est connecté a un ensemble de "puits" V* qui sont des
états absorbants. On supposera toujours que tout site dans V' est connecté a au moins un
puits. On peut par exemple imaginer G comme étant une boite fini [0, L]¢ de Z¢ et une
particule est absorbée si elle quitte G.

Dans la suite on dénotera s ("sleep") "une particule passive" et n € N "n particule
active" sur un site, on dénote aussi Ny = NU {s}. Une configuration ¢ est un élément
de NY. La dynamique sur les configuration est alors similaire au cas infini sans qu’on a
absorption de particules si elles tombent dans les puits.

Si z € V est un sommet, le renversement en x est 'opérateur qui a une configuration
o associe la configuration suivante
— Si o, =1, c’est a dire s’il y a une particule seule sur le site x, alors avec pro-
babilité ¢ = 1%\ la particule dans le site x deviens passive. Sinon la particule
est déplacée aléatoirement vers un site voisin, et elle est absorbée si elle arrive
dans un puits.
— Si 0, > 2 la particule est toujours déplacée aléatoirement dans un des sites
voisins, et elle est aussi absorbée si elle arrive dans un puits.

— Dans tout autre cas rien ne change.

La stabilisation d’une configuration o consiste a effectuer des renversement successif
jusqu’a ce qu’il n’y aie plus de renversement non-triviaux possible, c’est a dire jusqu’a ce
que tous les sites de ¢ aient soit une particule passive soit aucune. Si une configuration o
est a valeur dans {0,s} on dit qu’elle est stable. La version finie de I’ARW hérite de la
propriété abélienne de la version infini, une conséquence de cela est la suivante.

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 3
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Corollaire : Premiére propriété abélienne finie

La loi de la stabilisation d'une configuration ne dépend pas de 'ordre dans laquelle
on effectue les renversements.

On note S[o] la stabilisation de la configuration o. On peut maintenant définir la chaine
de Markov qu’on va étudier par la suite. Cette chaine simule ce qui se passe dans une
boite fini pour TARW. On ajoute une a une de nouvelles particules en attendant a chaque
fois la fin de la stabilisation du systéme.

Le processus A’ARW (X;);en est une chaine de Markov sur I’ensemble des configura-
tion stables, paramétré par un taux de désactivation A, tel que la loi de X;,; sachant
X, est donnée par la stabilisation de X; auquel on ajoute une particule uniformément
sur le graph G. Autrement dit si (U,);en est une suite i.i.d. de variable uniforme sur
G alors

Xt+1 = S[Xt + 5Ut]7

ou 0, pour x € V est la configuration avec uniquement une particule active en x.

Cette définition correspond bien a une chaine de Markov sur un ensemble fini d’états,
voir [LL21] pour plus de détails techniques. Une autre conséquence utile de la propriété
abélienne est une propriété de Markov pour le processus d’ARW.

Corollaire : Deuxiéme propriété abélienne finie

Stabiliser n particules d’'un seul coup ou les stabiliser une par une ne change pas la
distribution finale. En d’autre termes si (U;)i—1,. , sont n variables i.i.d, uniformes
sur GG alors

S[iéUt] ~ S[S[S[é(]l] —|—5U2 ] +5Un—l] —|—5Un}

Une application intéressante de cette propriété est la détermination de la mesure invariante
du processus d’ARW.

Lemme 1.1 : Mesure invariante de PARW

La mesure invariante 7 du processus d’ARW X, est la stabilisation de la configu-
ration pleine. En d’autre terme pour tout configuration stable o € {0,s}" on a

(o) =P(S[1y]| = 0).

Malgré le fait qu’on puisse décrire ainsi la mesure invariante trés peu est connu sur celle-
ci. Le calcul explicite de la loi ne peut étre fait, méme dans la plus part des cas simples.

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 4
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Cependant comprendre cette loi peut étre la clef pour prouver de la criticalité auto-
organisée. En effet comme nous avions mentionné en introduction on s’attend a un effet
d’auto-controle qui fait que la masse présente dans une boite fini aura tendance a converger
vers une méme densité critique. Plus précisément si (V,),cny € Z% sont des boites finis assez
réguliere tel que | J,~,V; = Z¢ on s’attend A ce que,

1 T o o1
|S|[VV|T'” T2 ¢(Z%,)\), en probabilité,

ol | - | dénote le nombre de particule dans une configuration et ((Z? \) est la densité
critique de stabilisation de PARW sur la grille Z<.

Démonstration. Le processus d’ARW (X;) est une chaine de Markov finie et irréductible,
il admet donc une unique mesure invariante 7. Or, par la propriété de Markov, si U est
uniforme sur G alors

S[S[1v] + du] ~ S[S[1y + dv]].

De plus, pour stabiliser 1y + dy on peut commencer par bouger la particule qu’il y a en
trop sur le site U. Si on suit le mouvement de cette particule elle finira inévitablement par
étre absorbée puisqu’il n’y a aucun site libre. On en déduit que S[S[1y + du]] ~ S[1y].
Nous avons démontré que

S[S[tv] + dou] ~ S[1v],

ce qui veut exactement dire que S[1y] est invariant par 'action de la chaine (X3). O

Exemple déterministe Un des seuls exemples o I'on peut calculer la mesure inva-
riante et sur la marche aléatoire dirigée sur Z¢. Pour fixer les idées supposons que d = 1 et
G = [0, L]. La marche aléatoire sur G est dirigée, par exemple vers la droite. On commence
par placer une particule active sur chaque site de G. Pour stabiliser 1(y 1 on peut commen-
cer par la gauche, la particule en position 0. Avec probabilité \/(1+ \) elle est désactivée
et n’a aucun moyen d’étre réactivée, sinon elle ira & droite et sera immeédiatement dirigée
jusqu’au puits ou elle sera absorbée. On peut continuer ensuite avec la particule dans le
site 1 et ainsi de suite. Chaque site a une probabilité A\/(1 + \) que la particule reste,
indépendamment du reste des sites. En d’autre terme 7 la mesure invariante de PARW
dirigée sur [0, L] est un produit de Bernouilli indépendantes de paramétre (. = A/(1+ A).
Par la loi faible des grands nombres on confirme que

1S,
L
de plus (. est bien la densité critique de I’ARW dirigée sur Z (voir [CRS14, Théoréme 1]).

— (., en probabilité,

Un des objectif de I'etude de cette version finie de ’ARW est de prouver une forme de
mélange rapide pour la chaine (X;), ce qui pointerai vers 'universalité du modéle, qui ne
dépend pas des conditions initiales. En particulier est conjecturée dans |[LL21] pour TARW
sur les boules de rayon r B, de Z%, un cutoff en variation totale au temps tpix = (| Br| ot
(. est la densité critique de PARW sur Z?. Si c’était le cas alors en particulier il suifferait
de mettre (.|B,| particules initiale pour atteindre 1’équilibre, pour cela il faudrait que
trés peut de particules s’échappent du systéme, puisque la mesure invariante est aussi
conjecturée avoir une densité (..

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 5t
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Objectifs et plan du rapport Dans mon stage on a exploitée une connexion forte
entre le processus de ’ARW et le processus mieux compris de 'IDLA (internal diffusion
limited aggregation) qui se trouve étre PARW avec taux de désactivation infini. Nous avons
établi un cadre général pour pouvoir prouver une premiére version de cutoff dans plusieurs
graph, non pas en variation totale mais en séparation. Nous avons essayer d’expliciter la
preuve du résultat dans le cas de Z? qui était démontrée dans |[LL21]. en essayant d’en
tirer des extensions plus générales. Nous avons aussi développé une autre approche pour
traiter le cas d’autres type de graphs, des graphs avec une bonne expansion qui fait que
les particules ont tendance a se diriger aller vers 'infini trés vite, contrairement au cas des
grilles. Dans ce rapport je vais commencer par présenter la connexion fondamentale qu’on
utilisera tout le long, qui relie cutoff pour ’'ARW et temps de remplissage de 'IDLA puis
je prouverai deux inégalité de concentration pour 'IDLA. Enfin j’utiliserai ces inégalités
pour prouver cutoff en séparation pour TARW dans deux contextes bien différents, les
réseaux de R? et les graphes non-moyennables.

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 6
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2 Couplage IDLA/ARW

2.1 Notation

Dans la suite on notera G = (V, E) un graph simple, transitif et fini avec un ensemble
de puits absorbant noté V*. On notera habituellement (X};) la marche aleatoire simple au
plus proche voisin sur G. P, et E, pour z € V dénotent la loi et I'espérance de la marche
(X¢) initialisée en z. On utilisera aussi toujours les abréviations pour le processus de
marches aléatoires activées (ARW) et la diffusion interne limitée par agrégation (IDLA).

2.2 La diffusion interne limitée par agrégation

L’ARW avec taux de désactivation A = oo porte aussi le nom de diffusion interne limi-
tée par agrégation (IDLA). C’est un processus qui avait déja été étudié, par exemple par
Lawler, Bramson et Griffeath dans [LBG92|, dont nous parlerons un peu plus longuement
plus tard. Ce processus a une description simple, on lance une a une des particules qui se
fixent au premier site libre et n’y bougent plus. Une quantité fondamentale pour 'IDLA
est Tra, le temps de remplissage, c’est a dire le premier instant ou 'IDLA a remplit le
graph en entier. Aprés T, le processus reste stationnaire & la configuration pleine. Cette
quantité est essentielle pour le couplage IDLA /ARW et permet de relier les résultats que
nous présenterons plus tard sur IDLA, au cutoff pour ’ARW.

Nous commencons maintenant par expliciter ce qu’on entend par cutoff en séparation.

Tout d’abord,

Deux mesure p, v sur un ensemble fini X ont une distance en séparation défini par

=max1 — v(z)
S(,LL, V) a TzeX ! /L(ZE)

Si (X;) est une chaine de Markov sur un ensemble fini d’é¢tats X', avec mesure inva-
riante m on dénote la distance en séparation de X; et w par

s — max1 — Pm(Xt - y)
() = zeX ! m(y)

Le temps de mélange lui mesure le nombre d’étapes qu’il faut a une chaine pour
s’approcher de I'équilibre, ici on mesure la distance a I’équilibre avec la distance en sépa-
ration.

Soient (X;) est une chaine de Markov avec mesure invariante m et ¢ > 0. Le temps
de mélange a précision e, tiyx(€), est défini par

tmix(€) = inf{t > 0|s(t) < e}.

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 7
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Le cutoff est un phénoméne de mélange trés brutal, le systéme passe trés rapidement d'un
état non-mélangé a étre complétement mélangé. Plus formellement on dit qu’une suite de
chaine de Markov (X}") avec temps de mélange ¢. exhibe un cutoff en séparation s’il
existe une fonction f(n) tel que pour tout € > 0 fixé

tgllX ( ) n—00

() — 1.

Autrement dit les temps entre les temps paliers de mélange, tnix(1 — €) et tmi(€) sont
négligeable devant le second temps, tuix(€). tmix(€) — tmix(1 — €) est souvent appelle la
fenétre de cutoff.

Lorsque I'ont parle de mélange la variation totale est la quantité qui le plus souvent
nous intéresse mais ces deux valeurs sont comparables. La mesure du mélange en variation
totale est plus fine. On par exemple dans notre cas, pour 'ARW, que si x est la confi-
guration vide et y la configuration pleine alors pour tout ¢t < |[V| on a P,(X; = y) = 0,
ce qui veut dire pour tout € €]0, 1] on a t(e) > |V] et on verra que pour des boules
quelque soit la dimension on tyic(g) = |V| 4 o(|V]). Contrairement au temps de mélange
au sens de la distance en variation totale qu’on conjecture étre équivalent a (.|V'| qui dont
dépend de la dimension et du taux de désactivation. On peut toutefois relier la distance
en séparation a la variation totale

I = vllzv = % Do lula) —v@)l = Y @) - v().

reX pu(z)>v(x)

En effet on a

vy = )~ vle) < s(0) 3 pla) = s ),

n(@)>v(a) veX

Une propriété intéressante qu’on gagne par contre avec la distance en séparation est sa
connexion avec les temps stationnaire forts. Un temps stationnaire est un temps d’arrét
aprés lequel la chaine est totalement mélangée, et si la distribution de la chaine aprés ce
temps ne dépend pas du temps alors c’est un temps stationnaire fort.

Un temps stationnaire fort pour une chaine de Markov (X;) sur un ensemble fini
d’états X, est un temps d’arrét 7 tel que X, soit distribué selon 7, la mesure invariante
de (X;), et indépendant de 7. Plus formellement on a

Vye X, P(Xy =y|r <t)=n(y).

On peut observer que pour un temps stationnaire fort 7 on a P.(X; = y)/7(y) < P(X; =
y, 7 <t)/m(y) = P(r < t) et donc en reprenant la définition de distance en séparation

P.(X; =
s(t) zmaxl_M <max1—P,(7 <t) =maxP,(r > ). (1)
reX 7T<y) reX rzeX

On va maintenant introduire la propriété qui nous a motive a étudier le couplage de
IIDLA et TARW et la connexion avec le mélange en séparation. On commence par noter

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 8
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que tout mouvement de 'IDLA est admissible dans ’ARW. Par la propriété abélienne si
on part d’une configuration o on peut commencer par faire 'IDLA sur o (sans endormir
les particules isolées) puis lorsque 'IDLA s’est fini, continuer avec I’ARW. Cela défini un
couplage entre 'IDLA et PARW et le temps de remplissage de PIDLA T}, est alors un
temps d’arrét pour 'ARW. En réalité on a la propriété plus forte |[LL21|, le temps de
remplissage est un temps stationnaire fort.

Lemme 2.1 : Théoréme 2. de [LL21]

Soit Ttuy, le premier temps que 'IDLA atteigne la configuration pleine. Alors T, est
un temps stationnaire fort pour 'ARW.

Démonstration. On note (X;) et (Y;) 'IDLA et I’ARW respectivement, tel que I’ARW
est la stabilisation de 'IDLA, c’est & dire Y; := S[X;]. Alors par définition du temps

de remplissage, Xr,, = 1y et Xp,, est donc indépendante de Th,;. De plus par Lemme
Yr,,, = S[1v] est distribuée selon la mesure invariante de TARW, ce qui conclue la
preuve. O

On peut donc appliquer au temps de remplissage Try, d’autant plus que le temps
de remplissage est clairement maximisé pour la configuration initiale vide. Ce qui nous
donne finalement

s(t) < Poy (T > 1).

Dans la suite sauf précisions, on ne considérera que 'IDLA initialisée a la configuration
vide. Le dernier point qui achévera la connexion entre temps de remplissage et mélange
en séparation est le fait qu’on a en fait égalité dans 'inégalité précédente.

Proposition 2.1

Soit G, = (V,,, E,) une suite de graph finis. L’ARW sur G,, exhibe un cutoff en
séparation si le temps de remplissage Tr,; de U'IDLA est concentré autour de sa
moyenne, c’est a dire si

——— 1, en probabilité.

Dans ce cas, pour tout € > 0 fixé on a

tmix(€) = E[Txun] + 0-(E[Thun)).-

Comme nous avions commenté précédemment on voit la que le cutoff en séparation est
moins précis que celui en variation totale. Il ne dépend pas du taux de désactivation
A. Cependant il permettra je 'espére de comprendre la structure complexe du systéme
d’ARW, d’autant plus que la quantité Ty, a un intérét en soi.

En résumé dans cette partie nous avons démontré que pour étudier le cutoff en sépa-
ration on peut se ramener au cas A = oo, 'TDLA.

Démonstration. On note (X;) et (Y;) 'IDLA et ’ARW respectivement, tel que I’ARW
est stabilisation de 'IDLA, c’est & dire Y; := S[X;]. Si * = Oy est la configuration

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 9
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vide et y = 1y est la configuration pleine alors P(X; = y,Tf > t) = 0. En effet
X, est la stabilisation d’une configuration Y; qui ne contient pas |V/| particule initiale
puisque Ty > t, or le nombre de particule ne peut croitre aprés stabilisation, d’ou
P(X; = 1y, Tty > t) = 0. On en déduit alors que P(X; = 1y, Ty < t) = P(X; = 1), on
a donc un cas d’égalité dans , ce qui fait que

S(t) = ]P)(Tfu]] > t)

En particulier ., est la fonction quantile de Tryy.
Supposons qu’on ai concentration de Ty, . Soit £,0 > 0 et n assez grand pour que

Tran ’ )
P -1l >4 ) <e.
(‘ E[Thun] B

{ tmix(€) < (14 0)E[Tfu]
tmix(l — 8) 2 (1 — (S)E[Tfuu].

Puisque tix(€) > tmix(1 — €) on en conclue que

En particulier on a

tmix (6 )
E[Ttn]

SIED

Ce résultat vaut pour tout &, ¢ lorsque n est assez grand, donc pour tout € > 0 fixé on a
tmix(€) = E[Twun] + 0c(E[Ttun)),
c’est & dire qu’on a cutoff & E[Tp,y]. O

Remarque. Puisque t,; est la fonction quantile de Tt on a aussi la formule

1
E[Tha] = / e () e
0

3 Deux résultats de concentration pour le temps de
remplissage de 'IDLA

Dans cet section on montre deux résultat généraux de concentration pour Ty le temps

de remplissage de 'IDLA. Comme décrit précédemment ces résultats se traduisent
directement en cutoff pour le mélange de ’ARW. Ces résultat utilisent des comparaisons
pour pouvoir décorréler les différentes particules et se débarrasser de la difficulté qu’est
I’étude de la fixation des particules.
Dans le premier cas lorsque le graph est bien connecté les particules passent en moyenne
assez de temps dans le graph avant d’étre absorbées pour visiter rapidement tous les sites.
Dans le second cas, si le temps d’absorption est trés court alors le processus se comporte de
maniére similaire au probléme du collectionneur de vignettes, un site est visité seulement
si la particule est initialisée dans un voisinage fini autour du site. Comme le collectionneur
de vignette on aura aussi concentration pour Tt,, de plus on aura un controle de I'ordre
de grandeur de E[Tp,y].

Avant de commencer on introduit une quantité qui sera essentielle dans la suite.

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 10
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Soit (X;) une chaine de Markov avec puits a V*. Si 74 = inf{t > 0, X; € A} dénote le
temps d’atteindre A, alors la probabilité moyenne d’atteindre le sommet z € V

est
1

p(z) = |_V] ZIP’QC(TZ < Ty+), (2)

zeV

La probabilité moyenne d’atteindre p(z) mesure a quel point z est accessible. De plus, a
chaque étape p(z) majore la probabilité de remplir z, étant une bonne estimée pour les
derniéres étapes. On peut déja remarquer que p(z) > 1/|V| puisque P(7, < 7v+) = 1.
Cette probabilité d’atteinte va nous servir pour caractériser la vitesse de remplissage qui
pourra aller du plus lent, Try ~ |V log |V (le cas p(z) = 1/|V|), au plus rapide Ty, ~ |V|
(nous verrons que ca correspond a p(z) > log|V|/|V|). Nous donnerons une condition
général sur les p(z) pour avoir concentration du temps de remplissage (et donc cutoff en
séparation) sans déterminer I'ordre de grandeur de Tgy.

3.1 Concentration avec remplissage rapide

Dans la suite on se fixe un graph fini et simple G = (V, E) avec des puits V*. Pour z
un sommet, p(z) probabilité moyenne d’atteinte définie en ([2).

Le premier cas ol 'on prouve concentration est le cas des graphs bien connectés,
c’est a dire que chaque sommet peut étre visité rapidement pour la marche aléatoire
initialisée uniformément. Plus concrétement cela ce traduit par une condition sur les p(z),
en particulier on dira qu’une suite de graph est uniformément bien connecté si on a
inf,cy p(z) > log|V|/|V]. Notre résultat confirme l'intuition quune bonne connectivité
résulte en peu de particules perdues et un fixage rapide des particules. Au moment du
remplissage complet, un nombre négligeable de particule ont été absorbées, ce qui fait
qu’il a fallu uniquement |V'| 4+ o(|V]) particule pour remplir le graph.

Un premier exemple Ce seuil a log|V|/|V| peut se comprendre en comparant a un
modéle plus simple qui consiste a envoyer une a une des marches indépendantes jusqu’a
ce qu’elle soit absorbées et a regarder le temps qu’il faut pour que chaque sommet soit
visité au moins une fois. Fixons un sommet z et une déviation € > 0. A chaque fois
qu'une nouvelle marche est lancée la probabilité que z soit visité est exactement p(z),
et la probabilité que z ne soit pas vu aprés que |V| + ¢|V| particules soient lancées
est exactement (1 — p(2))VI*¢IVl. On peut alors majorer la probabilité qu’il reste un
sommet non visité aprés le temps |V| + €|V| par |[V|(1 — inf.cy p(2))V+IVI. Si on a
inf,cy p(2) > log |[V|/|V]| alors la quantité précédente est négligeable devant |V|~¢. En
particulier pour tout € > 0, asymptotiquement lorsque |V| — oo, chaque sommet est visité
presque surement avant |V| 4+ ¢|V|. Pour FIDLA on perd I'indépendance des marches et
chaque particule est autorisée a visiter qu’un seul nouveau site ce qui ralenti le processus.
Cependant, comme on verra plus loin, il est possible toutefois de coupler ces deux processus
de maniére a les comparer.
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On peut maintenant énoncer le résultat principal de concentration dans le cas de graphs
uniformément bien connecté.

Soit G = (V, E) un graph fini et Ty, le temps de remplissage du processus d’IDLA.
Pour z € V p(z) est défini comme dans (2).
Pour chaque € € (0,1) on a

V]e?

Ve
> < — ] .
B(Tha > V] + £[V]) < 2V exp ( . ;ggp@)

En particulier si une suite de graphs vérifie inf.cy p(2) > log|V|/|V]| alors presque
surement Ty = V| + o(|]V]).

Une application directe de ce résultat est la conjecture 9 de |[LL21]. En effet si G est un
graph transitif avec un sommet design comme puits, alors Aldous prouve dans [AId89,
Proposition 3] que pour tout sommet z € V| p(z) = 1/2. Par le Théoréme on a que
presque surement T, = |V|+O(1/|V]log|V]), en particulier Tt,;/|V| — 1 en probabilité.

La structure de la preuve est identique aux premiers résultats de Lawler, Bramson et
Griffeath dans [LBG92| sur le modéle Diaconis et Fulton. Dans ce modéle, les auteurs
regardent le méme processus d'TDLA mais sur le graph Z? avec une seule source, c’est a,
dire chaque marche est initialisée a 1’origine. Il prouve que asymptotiquement le processus
se comporte comme une boule euclidienne. Si B, est 'intersection de la boule euclidienne
de rayon r avec la grille Z¢ et que I'on lance |B,| + o(|B,|) particules & I'origine, aprés
stabilisation presque surement B, sera remplie. Seul o(|B,|) se seront échappé de la boule
B,. Plus récemment dans [LL21] est prouvé un résultat similaire dans le cas de la restric-
tion de 'IDLA au graph fini B, avec des puits aux bords. Cette derniére preuve utilise
aussi la méme structure que nous allons présenter.

Démonstration. Nous commengons par un rappel d’une inégalité de concentration bien
connue, I’inégalité de Bernstein. Si (XZ-)Z'GHL”]] sont des variables aléatoires indépen-
dantes tels que pour tout ¢ € [1,n] on ait |X;| < 1 presque surement, alors pour tout

teR
P(S X, —E[X,]>t] < S .
(; = ) eXp( 2% iy Var X; +2t/3)

En particulier si S est une somme de variables de Bernouilli et p = E[S], alors pour
e €]0, 1] on la simplification

P(S — 1> ep) < exp (—827”) (3)

Cette derniére forme nous sera utile dans la suite.

Considérons maintenant le processus d'IDLA au temps ¢ = |V| + €|V, ce qui revient
par le propriété abélienne a considérer ¢ particules uniformément initialisées. Comme dans
le premier exemple des marches indépendantes fixons un sommet z € V et étudions la
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probabilité que z ne soit pas encore rempli au temps ¢t. Dans 'TDLA la trajectoire d’une
particule aprés qu’elle se soit fixée est appelée son "fantome", celle ci est simplement une
marche aleatoire initialisée au point ou la particule se fixe. En reprenant les notations de
ILBG92| et [LL21], on regarde maintenant deux quantités clefs, M le nombre de particule
qui atteignent z avant absorption, soit en se fixant en z soit avec leur fantéme et L le
nombre de particule qui atteignent z avec leur fantéme. Plus formellement si 7, (i) est le
temps que la i-eme particule atteigne z, 7.(i) est le temps que la particule soit absorbée
et o(i) et le temps qu’elle se fixe, alors on a que

t
M - ; 1Tz(i)<7v*(i)
t
L - Z:l 10'(i)<7'z(i)<7'v* (7)-

On peut déja remarquer que z n’est pas rempli si et seulement si M = L. La quantité
M n’est en réalité pas liée au processus d’IDLA, M ne fait que compter le nombre de
particule qui atteigne z dans le premier modéle de particules indépendantes. La deuxiéme
quantité, L, par contre fait intervenir la fixation qui est beaucoup plus délicate a traiter,
pour cela on va coupler le processus et éliminer toute question de fixation.

Le premier point & remarquer est que toute particule qui atteint z avec son fantome
a du se fixer avant, deuxiémement il y au plus une fixation par site. La combinaison des
deux fait qu’on peut majorer L par le nombre de particule qui atteignent 2z si on initialisait
une particule & chaque sommet de G. Pour étre plus précis, le couplage que l'on fait est
le suivant : si y est un sommet de G alors XV est le fantome de la particule qui se fixe a
y, si une telle particule existe, sinon X? est une marche aleatoire indépendante du reste
initialisée en y. Une telle marche est aussi appelée "fantome artificiel". Alors les (XY),ev
sont distribues comme des marches indépendantes initialisées & leur sommet respectif.
Si 7.(y) est le temps que la marche XV atteigne z 7.(y) est le temps que la marche soit
absorbée alors formellement .

L=) lo<n)

yeVv

La encore on a pu éliminer le probleme de la fixation par 'observation que L < L.

Le point clef est qu’il y a une différence non-négligeable entre M et L, en effet un calcul
montre que E[M] = (1 + ¢)|V|p(z) et E[L] = |V|p(z), mais M = L implique que M < L
ce qui est improbable. En effet si E, = {M = L} est ’événement que z ne soit pas rempli
pas 'IDLA au temps t, alors quelque soit le choix de a € R

P(E.)=P(M = L) <P(M < a)+P(L>a) <P(M < a)+P(L > a).

En particulier pour a = (E[M] + E[L])/2 on peut appliquer I'inegalite de Bernstein (3) a
P(M < a) et P(L > a) pour avoir

() < 20 (-0,

On peut ensuite facilement conclure en majorant P(Tqy > N +eN) = P( U EZ> par la
zeV
somme des P(E,) et prendre un minimum sur les p(z). O
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3.2 Concentration avec remplissage lent

En reprenant les méme notations que dans la sous-section précédente, on se fixe un
graph fini et simple G = (V, E) avec des puits V*. Pour z un sommet p(z) probabilité
moyenne d’atteinte définie en . Dans cette seconde partie on suppose que le graph
n’est pas bien connecté, plus précisément on suppose que le graph a une composante
macroscopique qui est difficile d’accés. Dans ce cas cette composante ralentira tout le
remplissage, une fois que cette composante est remplie nécessairement le reste sera aussi.
En particulier on montre que si le temps moyen d’absorption d’une particule uniformément
initialisée dans le graphe est petit alors T, sera concentré, de plus on aura que Ty, > |V|
presque surement. Dans le cas extréme ol ce temps d’absorption moyen est fini alors
Tt = ©(|V]log|V]). Nous verrons plus tard que ce cas correspond, entre autres, au cas
de boules dans des graphs non-moyennables.

Concentration faible pour les processus croissant Le premier ingrédient de la
preuve est un résultat trés général de Aldous [AId16] sur les chaines de Markov croissante.
On se place maintenant pour un moment dans un cadre général. Soit (Z;) une chaine de
Markov en temps continue ou discret sur un espace fini d’états . On se fixe Yy un
ensemble d’état et on considére le temps d’atteinte

T = mf{t 2 O, Zt € 20}

On dit que la chaine Z; est croissante si pour tout A, B € X tel que la transition
A — B est possible, on ait avec h(A) := E4[T], I'inégalité

h(B) < h(A).

Proposition 3.1

Si on prend ¥g = {1y} ce qui correspond a T = Ty, dans la définition précédente
pour I'IDLA sur un graph fini G = (V| E), alors la chaine de Markov associée est
croissante.

Dans le cas de 'IDLA le concept de croissance est clair, si Xy est la configuration pleine
alors croissance veut dire que si on ajoute des particules initiales le temps de remplissage
sera réduit.

Démonstration. Soit A C B C V, tout mouvement pour 'TDLA initialisé a 1,4 est aussi
un mouvement valide pour le processus initialisé a 1z, ce qui défini un couplage entre les
deux processus. Lors que 'IDLA initialisé a 14 se termine alors le méme processus aura
déja rempli V' ¢il était initialisé a B. En résumé par ce couplage h(B) < h(A). O

Le résultat d’Aldous pour les chaines croissante dans le sens précédent est le sui-
vant :
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Lemme 3.1 : (Lemma 1.1 de [Ald16])

Si (Z;) est croissante alors

Var(T)
B = % h(A) = h(B)

est possible

Pour le cas de 'TDLA nous alors montrer que ce maximum est atteint pour |A| = |[V| —
1.

Lemme 3.2 : Concentration faible

Soit G = (V, E) un graph fini et T}, le temps de remplissage du processus d’TDLA.
Pour z € V p(z) est défini comme dans (2).

On a
V&l"(Tqu) < 1

E[Ttan] ~ inf, p(2)

<|V].

En effet si A =V — {z} alors 'IDLA initialis¢ & A est juste une succession de marches
aleatoire indépendante qui s’arrétent dés que 'une d’elle touche z. Ce qui signifie que
h(A) est l'espérance d’une variable géométrique de paramétre p(z), donc h(A) = 1/p(2).
Puisque la seule transition possible partant de A est A — V et que h(V) = 0, il suffit
maintenant de montrer que le maximum dans Lemme [3.2| est atteint pour |[A| = |V| — 1.

Démonstration. Soit A C V, tel que |A| < |V| — 1. Nous allons montrer le résultat par
récurrence sur |A|.

Si A — B est possible alors il existe x € V — A tel que B = AU {z}. Si y, est le premier
site vide visité par le fantome de la particule qui a rempli x dans PIDLA initialisé a A.
Soit V. la configuration de 'TDLA initialisé & A lorsque x est rempli. On peut a nouveau
coupler PIDLA initialisé & A et & B, en étant identique avant de remplir x et indépendant
aprés. Avec ce couplage

WMA) = h(AU{z}) = E[1y,ev (h(Ve) — h(Va U {y:}))].

Puisque = € V, alors |V,| > |A| ce qui conclue la récurrence et comme mentionné précé-
demment cela conclue la preuve. O

Ce lemme permet évidement de déduire des résultat de concentration pour Tp;. En
effet il suffit que inf, p(2)E[Thn] — oo pour que Tiy soit concentré. Une premiére consé-
quence intéressante de ce résultat est que pour le régime étudié en premiére partie,
inf, p(z) > log|V|/|V], on a par linégalité classique de Bienaymé-Tchebychev et 1'ob-

servation que E[Tpy] > |V,
Tt ) ( 1 )
P —1|>e)] =0l —————— |.
(’ E[Ttu] - e?log |V|

Ce qui peut donner une estimée plus précise de la déviation de Thy que Théoréme [3.1]
Cependant dans le cas de mauvaise connectivité qu’on étudie dans cette partie on aura

d’autre estimée de inf, p(z) que l'observation p(z) > 1/|V|. On devra donc se tourner

vers une estimée plus précise de E[Tt,], on montrera que sous certaine condition Ty, =

O([V[log[V]).
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Borne inférieur pour le temps moyen de remplissage Si on a un ensemble de
sommet macroscopique |A| tel que tous les p(z) pour z € A sont petit, c’est a dire d’ordre
1/|V|, alors Tgy sera au moins d’ordre |V'|log |A|. En particulier si |A| est du méme ordre
que |V| alors Try = O(|V|log [V|). En effet rappelons que T,y est majorée par le temps
qu’il faut pour un collectionneur & obtenir |V| vignette, c’est & dire |V |H)y| ~ |V|log|V],
ou H, est le n-éme nombre harmonique.

Proposition 3.2

Soit G = (V, E) un graph fini avec A C V et Ty, le temps de remplissage du
processus d’IDLA. Alors
log |A]

E[Thy] > ——2
Tha SUp,e 4 P(2)

En particulier si sup,c, p(z) < K/|V| alors E[Tsm] > |V]log|V]|/K. Donc E[Tty] =
O(|V]log|V]). De plus comme mentionné précédemment cela implique que T,y est concen-

2

tré.

Démonstration. Dans la suite de la preuve nous considérons toujours 'IDLA initialisé a
V' — A. Rappelons par monotonie E[Try] > Ey_ [Tt

Soit Ty le temps entre la fixation du (k — 1)-éme site et le k-éme site. Si Ay sont les sites
non rempli par I'IDLA lors de la fixation de la (k — 1)-éme particule alors T} est une
variable géométrique de paramétre p(Ay), la probabilité d’une particule uniformément
initialisée d’atteindre un élément de A, avant d’étre absorbée. Ecrivons Try = 2'1:‘:‘1 T

tel que
4|

Ey_a[Tra] = kzl E {@1 .

On peut ensuite observer que p(Ay) = Py(3z € A — A, 7. < 7y+). On peut donc faire la
majoration suivante

p(A) <> p(2) < (JA] =k + 1) supp(2).

ZEA, zZEA

On conclut par 'inégalité H,, > logn et

1 1 log | A|
Eyv_alTta| > — -
0

Critére de remplissage lent et concentration Isoler un composante A C V qui
est difficilement atteignable peut s’avérer difficile a faire explicitement. Cependant en
moyennant on peut arriver a une condition bien plus intuitive en exploitant le temps
moyen d’absorption. Soit Ty« le temps d’atteindre V* pour une marche uniformément
initialisée 7/« est relié a la moyenne des p(z). En effet on peut remarquer que le nombre
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de fois que z € V est visité par la marche aleatoire avant absorption est minoré par
I'indicatrice que z est visité avant absorption. En sommant on a donc

Sy - = zlml

zeV L zeV

<E Z|{Xt=z;t<m}|]

LzeV

= E[ry-].

Cet sommation nous permet maintenant de simplifier la proposition et d’obtenir un nou-
veau résultat de concentration, cette fois dans le cas des graphs avec un temps d’absorption
trés rapide.

Soit G = (V, E) un graph fini et Ty, le temps de remplissage du processus d’TDLA.
Soit Ty« le temps moyen d’absorption pour une marche uniformément initialisée. On
a I'inégalité de concentration suivante

Ttan B 2 Zzev p(2) 2E[1y+]
P(‘Emun] 1‘ S ) = log(VI/2)22 = Tog(V]/2)

De plus
\4

1 1
V — > E|Ttun] > ———|V|log(|V]/2).
VI 5 2 Elfhl > g IVoe(V1/2

Nous verrons plus tard par un argument spectral que si G est un sous-graph fini d’un
graphe non-moyennable alors E[ry+] est fini, c’est a dire uniformément majoré. Ce qui
implique la propriété surprenante que pour tout suite de sous-graph fini dont la taille
tend vers I'infini on a concentration de Tp, et donc cutoff en séparation de 'ARW. De
plus on a l'ordre du temps de mélange pour TARW qui est ©(|V|log|V]). Un exemple
concret, de tel graph est comme nous verrons plus loin, 'arbre r-régulier infini.

Démonstration. On pose

A= {z e V.p(z) < M}

V]

En sommant sur 2 € A°ona > . p(z) > > 44p(2) =23y p(2)(|V] = [A])/[V]. En
réarrangeant on obtient que |A| > [V|/2. On peut alors combiner tous les ingrédients de
la preuve, le Lemme [3.2] et la Proposition [3.2] pour 'ensemble A introduit précédemment,
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combinée a ["inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour avoir

Tran ‘ ) Var(Tra)
P — 1> )| < ——"
(']E[Tfuu] - =~ E[Ttu)?c?

V]
=~ E[Thae?
25 sV
)

— [V[log(|A])e?

2 ZZEV p(Z
~ log(|V]/2)e*

3.3 Analyse et comparaison des deux résultats

Les deux résultats présentés prouvent essentiellement la méme chose, concentration
pour le temps de remplissage, mais avec des conditions qui peuvent paraitre assez
différentes. Ces cas sont en réalité complémentaire. Dans le premier cas on requiére un
controle uniforme des p(z), avec un seuil a p(z) > log|V|/|V| dans le second on regarde
le temps moyen pour s’échapper. Cependant comme nous avions fait remarque les deux
critére sont reliée, en moyennant les p(z), on obtient alors une dichotomie

— Si les p(z) sont uniformément grand devant log |V'|/|V| alors on obtient une estimé
exacte du temps de remplissage, Ty ~ |V|.

— Si la moyenne des p(z) est petite devant log|V'|/|V| alors on a encore concentra-
tion du temps de remplissage et 'on sait que Ty > |V|. Si de plus on sait la
moyenne des p(z) est d’ordre 1/|V|, alors on connait ordre de grandeur du temps
de remplissage, Ty = O(|V|log [V]).

Ces deux cas sont les deux extrémes car l'on sait que Ty > |V| et d’autre part en
comparant au probléme du collectionneur de vignette on sait que Try < |V|log|V| +
o).

Un corollaire des deux résultat et que si les probabilité d’atteindre un sommet avant
d’étre absorbé dépend peu du sommet choisi alors il n’y a pas d’écarts entre les deux
résultat, on peut alors toujours conclure a la concentration du temps de remplissage. Dans
ce cas maximum, minimum et moyenne sont du méme ordre ce qui permet de satisfaire en
tout cas au moins une des conditions pour la concentration. En réalité il suffit de supposer
qu’il n’y a pas de "sommet isolé" c’est a dire que inf,cy p(2) est du méme ordre que la
moyenne des p(z).

Corollaire

Soit G = (V, E') une suite de graph finis avec Ty, leur temps de remplissage. On sup-
pose qu’il n’y a pas de "sommet isolé". Plus précisément on suppose que le minimum
des p(z) est du méme ordre que la moyenne des p(z). Autrement dit on suppose qu'il
existe une constante universelle C' > 0, tel que uniformément sur la suite on ait

. Z evp(Z)
> ezev - N/
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Dans ce cas T /E[Tta] converge vers 1 en probabilité.

Le fait qu’on ait besoin d’un contréle uniforme des p(z) peut s’expliquer par un contre-
exemple de concentration. Supposons qu’on aie un graph qui se remplisse rapidement
disons Tgy ~ |V, nous verrons que c’est par exemple le cas pour le segment avec puits
aux bords, et on rajoute un sommet xy qui est uniquement connectée a un puits. Le temps
de remplir ce sommet est une variable géométrique Ty, de parametre 1/([V/|+1).

En moyenne le nouveau temps de remplissage Ty, sera toujours d’ordre |V| en effet
on peut majorer ]E[Tfu]]] par la somme des esperance de T}, et Tky puisque Tran r est le
maximum des deux. On obtient alors que E[Ttn] < 2|V| + o(|V]). Mais le temps pour
remplir le sommet isolée est une variable géométrique, ce qui fait que par exemple avec
probabilité non-nulle asymptotiquement T,y > 3|V|. Il est donc impossible que T, soit
concentré.

Démonstration. Soit € > 0. Par compacité de [0, 1] on prend une extraction de graphs tel

P Tran
que la quantité IP’(‘ BTo] 1

que dans I’énoncé du corollaire.

> 5) converge. Cette sous-suite satisfait la méme hypothése

1. Siinf, p(2)|V| — oo alors on sait par le Lemme [3.2] que le temps de remplissage

_Tran

BToa] 1‘ > 5) converge vers (.

est concentré. Donc pour cette sous-suite IP’(‘

2. Dans le cas contraire il existe un nombre K > 0 et une sous-extraction tel que
inf; p(2)|V| < K. Sous nos hypothése cela implique que ), p(z) est bornée par

KC. Par Théorémecela signifie que pour cette sous-extraction ]P’() T _ 1’ > 5)

E[Ttun]

converge vers 0. Or ['extraction initiale converge, elle convergeait donc forcement

vers 0.
En conclusion nous avons montre que toute sous-suite convergente de IP(‘EE;—;“L] — 1‘ > 6)
converge vers 0, par compacité de [0, 1] cela signifie que P(’E[j}f,ﬁ — 1‘ > ¢ | converge vers
0. En d’autres termes, Tt /E[Tra) converge vers 1 en probabilité. O

Deux exemples concrets Nous allons maintenant étudier deux exemples simples pour
lesquels le calcul des probabilité d’atteindre un sommet peut se calculer explicitement
et nous allons regarder ce que cela implique sur le temps de remplissage des graphes
respectifs. Le premier est le graph roue W,, (Figure , constitué d’un n-cycle dont tous
les sommets sont reliés & un puits. Le second est le graph chemin P, (Figure , avec
des puits aux deux extrémités.

Ces deux graphs ont des comportement opposées, cela peut déja se voir par le fait que
dans le cas temps passe avant absorption est trés court dans le cas de la roue (en réalité
il ne dépend pas de la taille de la roue) alors que le temps passé dans le chemin est donné
par le célébre probléme de la ruine du joueur. Pour rappel si un joueur commence avec ¢
euros et aprés une unité de temps il a 50% de chance de gagner ou perdre 1 euros, alors un
résultat classique sur le probléme de la ruine du joueur dit qu’il faut attendre en moyenne
i(n — i) avant que le joueur se ruine ou atteigne n euros. Le temps moyen d’aborption
peut donc étre déduit, pour chemin d’ordre n on a

w1
TV* - ZZTL—Z 6
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(b) Le graph chemin a 4 sommets et 2 puits aux extré-
mités, Py

(a) Le graph roue a 8 sommets et un puits, Wy

En contraste, pour la roue le temps d’absorption ne dépend pas du sommet initial et
suit une loi géométrique de paramétre 1/3. En effet a chaque étape la probabilité d’étre
absorbé est 1/3, ce qui fait que quelque soit n > 2, ]E[T“;[i"} =3.

Pour la roue on peut donc estimer les probabilités d’atteindre un sommet p qui ne
dépend pas du sommet choisi, on a pour tout z € W,
1 1 1 wal 9
- <ple) = ny;;np(y) < SElmw] =

On voit que les p(z) sont d’ordre 1/n ce qui fait que par Théoréme le temps de
remplissage de la roue Tfﬂﬁl est concentré autour de son espérance. De plus on a que
T = O(nlogn) et 'inégalité de concentration suivante

T 3
Ve > 0, P(‘ﬁ—l‘ze) <——

[Thai'] log(n)e
Pour le cas du chemin on peut remarquer que ce graph est équivalent au graph cycle
d’ordre n+ 1 auquel on désigne un sommet comme puits, par le résultat d’Aldous [AId89,
Proposition 3| on sait alors que pour tout sommet z € P,, on a p(z) = 1/2. Par Théoréme
B.1] on en conclue aussi que le temps de remplissage est concentré autour de n, avec
I'inégalité de concentration

2
Ve >0, P(T{n > n+en) < 2nexp <—%>

4 Application au cutoff de ’ARW sur deux types de
graphs

Dans cette section on utilise les deux résultat de concentration généraux pour le temps

de remplissage de 'IDLA pour montrer des cutoffs de PARW sur divers sous-graph de

graphs infini. On rappelle que 'objectif est de partir d’un graph transitif infini, tel que
la grille Z% et de prouver cutoff pour TARW sur des boites fini qui remplissage le graph
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initiale. Comme nous avons vu dans la section précédente en controler les temps de sorti
de ces boites on peut ensuite déduire des résultats de concentration pour le temps de
remplissage de 'IDLA qui se traduisent en cutoff en séparation.

Dans la suite nous allons développer certain outils qui permettrons d’estimer ces
probabilités d’atteinte, en particulier pour des grilles de R? et pour des graphes non-
moyennables. Ces deux exemples sont a I'oppose I'un de 'autre. Dans le premier cas on
retrouve un résultat analogue a [LBG92| qui prouve pour le modéle a une source que les
boules euclidienne B, se remplissent en temps |B,|. Pour les graphes non-moyennables
nous verrons que les temps de sortis moyen sont fini, ce qui fait que comme dans le cas
de la roue on aura a nouveau concentration et un temps de remplissage en O(|V|log |V]).

4.1 Cas des grilles dans ’espace Euclidien

On se place maintenant dans I'espace Euclidien R? avec d > 2. On regarde des grilles
similaire a Z¢ et on regarde la suite des sous-graphs formés par l'intersection de la boule
Euclidienne B, et la grille. Nous allons prouver cutoff en séparation pour 'ARW dans ces
boules lorsque 'on place des puits & leur bords. Pour cela, nous passons par ’étude du
temps de remplissage de 'IDLA sur ces mémes sous-graphs. L’objectif est de montrer que
le temps de remplissage de B, est équivalent a |B,|.

Nous commencons par préciser ce qu’on entend par des "grilles" ou réseaux.

Un réseau A est un sous-groupe discret pour l'addition de RY. Quitte a réduire la
dimension on supposera toujours que A engendre RY, on dira alors que A est de
dimension d.

©
©
©
oS
© )
© ©

G

o ©] €

o e €]

€] c

» €] € €] € €]

€] Qo
€] Q Q@

> Q @ €]
€] €] €]

FIGURE 2 — Exemple de réseaux dans I’espace R3. (Source wikipedia : Réseau (géométrie))

Comme pour sous-groupes discret de R, on peut se convaincre de 'existence d’une base
B = (b;)i=1....a de A, tel que tout élément s’exprime de maniére unique comme combinaison
linéaire a coefficients entier d’élément de B. Le graph que l'on considére est alors le graph
de Cayley généré par B, en d’autre terme deux sommets z,y € A sont reliés si z —y € B
ouy —x € B. On confond ce graph avec A.

Fixons maintenant un grille A de dimension d > 2 et une base B. On dénotera B,
I'intersection de la boule Euclidienne de rayon r et A. On dénotera aussi S, ’ensemble

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 21


https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9seau_(g%C3%A9om%C3%A9trie)

=::= Pauphine | PSL»

ENS DE LYON UNIVERSITE PARIS

des sommets de A — B, qui sont relié¢ a un élément de B,. S, sera désigné comme puits
pour 'IDLA et TARW sur B,.

I EBoule Euclidienne.
BN Bord extérieur.
Bm Extérieur.

w Vv v 'V

FIGURE 3 — Exemple de sous-graph B, dans la cas de la grille Z2.

Fonction de Green de réseaux en dimension fini L’étude des temps de sorti de B,
peut se relier & I'étude classique des fonctions de Green discréte. Ce qui nous permettra
d’estimer la quantité recherchée, p(z). Des estimées de ces fonctions de Green sont bien
connu dans notre cadre de graph transitifs.

Pour z,y € B, la fonction de Green G,(x,y) est le nombre moyen de visite de y
avant absorption pour une marche initialisée a x. En d’autre termes si X est la
marche aléatoire simple sur A alors

La fonction de Green discréte est en fait la fonction de Green associée au Laplacien discret
A aussi connu sous le nom de d’opérateur de différence finie. Si f : A — R est une fonction

Cutoff pour le modéle de marches aléatoires activées 22



= e Pauphine | PSL*

UNIVERSITE PARIS

réelle alors

Af(x) Zf = E.[f(X1) — f(2)].

deg

Si on suppose que f est support dans la boule B,, ce qui correspond a la condition aux
limites de Dirichlet nulle, alors

G, Af(x) = Gl y)By[f(X1) — f(»)]

yEBr

=E, Z Z Lx,— B, [f(X1) — f()]

t<ts, yEB;

=E, Z E[f(Xe1) — f(X0)]| X]

_t<TsT
= Eo[f(Xrg )] = f(2).
=0
On en déduit que G, A = —1I lorsqu’on se restreint aux fonctions & support dans B,. On
peut déja observer que puisque le graph est simple, A est symétrique, donc G, I'est aussi.
L’identité G,A = —I fait le lien avec la fonction de Green pour le Laplacien usuel

dans l’espace Euclidien. Par exemple en dimension d = 3 la solution de AG(x) = 1,—¢ est
G(z) = —1 ” 7y €t en dimension d = 2 la solution est G(z) = 5=1log ||z]|. On voit qu’il y a un
comportement différent selon la dimension d = 2 et d > 3 dans le premier cas la fonction
de Green diverge, alors qu’en dimension supérieure elle sera bornée. Contrairement au cas
continue le calcul explicite des fonctions de Green discréte n’est pas possible, cependant
par comparaison on peut établir leur ordre de grandeur. En particulier comme dans le
cas continue, si d > 3 G,.(x,y) sera uniformément borné sur » > 1 et z,y € B,, se qui
permettra d’avoir une estimation sur les probabilité d’atteinte. Pour d = 2 on aura une
estimation plus faible, G,.(z,z) = O(logr) mais on pourra toujours avoir concentration.

L’intérét principale des fonctions de Green dans notre cas est leur relation avec les
probabilité d’atteindre un certain sommet.

Proposition 4.1

Pour tout z € B,, si p(z) est définie comme en et G, est la fonction de Green
discréte de B, alors
EZ [TST:I

p(z) = |B, |G (2, 2)

Cette identité nous permettra d’estimer les p(z), rappelons que nous cherchons a utiliser
le Théoréme pour prouver que le temps de remplissage Ty, vérifie presque surement
Trai ~ B,. Il nous faut donc pour cela montrer que uniformément sur z € B, on a
p(z) > log |B,|/|B,|. Par comparaison au cas continue on saura que G,(z, z) est d’ordre
constant (pour d > 3) il restera alors qu’a montrer que E,[7g | > logr uniformément sur
z € B,.
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Démonstration. Commencons par remarque que la somme des G,(z,y) pour y € B,
compte le temps moyen passe avant absorption partant de x, c’est a dire

> Gi(zy) = E.[rs,].

yEB,

En peut ensuite remarquer que si une particule partant de y atteint z par la propriété de
Markov compter le nombre de fois qu’elle touche z revient aprés a compter le nombre de
retour en z. Cette observation se traduit par l'identité G,(y,z) = Py (7, < 75,)G,(2, 2).
En combinant ces deux expression on obtient

]EZ[TST] = GT(Z,Z) Z IP)y(7—z < TST)>

yEBr
ce qui est I'identité désirée. O

Il y a aussi une autre interprétation de G, (z,z2), en effet le nombre de retour en z
avant absorption est une loi géométrique de paramétre la probabilité de retourner en
z avant absorption. Un résultat bien connu pour les marches aléatoires simples dans la
grille Z¢ est que pour d > 3 la marche est transiente. Lorsqu’on s’intéresse au fonction
de Green cette propriété se traduit par le fait que pour tout z fixée dans Z% on a que
la fonction de Green G,(z, z) converge de manier croissante vers une méme valeur, cette
valeur étant le nombre moyen de retour a l'origine d’un marche aleatoire simple. Un
résultat important de Varopoulos [Var85] montre en réalité que cette propriété s’étant
a tout graph de "dimension 3 ou plus" c’est a dire des graphs croissance au moins
aussi grande qu’un polynome de dégrée 3. Des estimées plus récente comme par exemple
celle de Tesseira et Tointon [TT20] permettent aussi de montrer que pour les graph a
croissance polynomial de dégrée 2 permettent de connaitre aussi ’ordre de la fonction
de Green.

La croissance graph transitif G = (V, F) est la fonction b : N — N tel que b(r) est la
taille de boule de rayon r du graph de GG. L’origine de la boule n’a pas d’'importance
comme on considére des graphs transitifs.

On dit que G est a croissance au moins polynomial de dégrée d s’il existe une constante
c > 0 tel que

b(r) > crt.

En particulier des graphs fini on croissance constante, et comme le confirme 'intuition les
réseaux de dimension d sont a croissance polynomiale de dégrée d. En peut par exemple
s’en convaincre en remarquant que le cardinal de boule de graph de rayon r d’un réseau

en dimension d est le méme que ’ensemble suivant {Zfil I <rl; e N}, c’est a dire la
boule de graph de Z¢.
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Proposition 4.2

Si A est un réseau de dimension d alors il existe une constante K tel que

b(r) ~ Kr?.

Cette proposition combinée aux résultats de [Var85| et [I'T20] impliquent directement un
controle de la croissance des foncions de Green. La seule nuance est que nous nous inté-
ressons a des boules Fuclidienne plutét que des boules de graph mais on peut facilement
comparer les deux pour se convaincre du suivant.

Corollaire
Soit A est un réseau de dimension d. Pour r € N, G, dénote la fonction de Green

associée a la boule Fuclidienne de rayon r
— Sid = 2 alors il existe une constante K qui dépend uniquement de A telle que

Vr > 1,Vz € B,, Gy(z,2) < Klog(r +1).
Si d > 3 alors il existe une constante K qui dépend uniquement de A telle que

Vr > 1,Vz € B, G.(z,2) < K.

Démonstration. 11 nous suffit de calculer b(r,d) le volume de boule de graph de Z<¢ de
rayon r. En fixant la premiére coordonnée on obtient la relation

b(r,d) = ib(r —i,d—1),

b(;d) est donc la convolution de b(-,d — 1) et de la suite constante égale a 1. On en
déduit que b(-, d) est la d + 1-éme puissance au sens du produit de convolution de la suite
constante égale a 1. Pour calculer maintenant b(r,d) on peut par exemple considérer la
fonction génératrice fy(x) =Y =, b(r,d)z". Si la suite ¢ est la convolution de deux suites
a, b alors sa fonction génératrice est le produit des fonctions génératrices respectives de a
et b. En d’autre termes on a

fa(z) = <Z$> = ﬁ

Le développement en série entiére des fonctions de la forme f(z) = (1 — x)® sont bien
connues, ce qui nous permet de déduire que finalement que

b(r,d) = (_1)7‘(_d_ 1) _([d+1)(d+2)---(d+7)

r il

Cette formule a une relation intéressante avec la fonction Gamma I'(z) = [;° ¢* e ~'dt.
La formule de Gauss énonce que

nn!

F<x>:nh—>nolox(a:+l)(x+n)
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En d’autres termes

]

Controle du temps pour s’échapper Nous avons donc une estime précise des fonction
de Green, par Proposition il nous suffit donc de controler le second terme, le temps
moyen pour étre absorbé, ou dans notre contexte le temps moyen pour s’échapper de la
boule Euclidienne. C’est & ce moment que le fait que 'ont considére des boules Euclidienne,
et non des boules de graph, entre en jeu. En effet, en utilisant la variation quadratique de
la marche aleatoire simple on peu calculer ce temps d’absorption.

Proposition 4.3

Soit A est un réseau de dimension d. Pour » € N, B, la boule Fuclidienne de rayon
r intersectée avec A. Soit 7g, le temps pour s’échapper de la boule B,.
Il existe une constante K qui dépend uniquement du réseau A tel que

Vr > 1,Vz € B,, E,[1s5,] > K.

Puisque la fonction de Green est au plus d’ordre log(r) cette proposition suffit & conclure
que inf,cp. p(z) > log|B,|/|B,| pour B, les boules Euclidiennes de grilles. En utilisant
les résultat de la section précédente cela permet de conclure concentration pour le temps
de remplissage.

Démonstration. Soit B la base du réseau A. On dénote ||B||*> la moyenne des normes
euclidienne au carre des éléments de B. Soit X la marche aléatoire simple sur A. Alors
| X¢||? — ||B||*t est une martingale. En effet

1
X 1) = X001 g D I = Bl 1 B = 21,
1Bl {5
1
— Xl o S I
1Bl i
— 10 + 18I,

ot l'on utilise 'identité du parallélogramme ||z + y||* + ||z — y||* = 2||=||* + 2]|y]>.
Comme || X;rr ||* est borné on peut appliquer le théoréme d’arrét de Doob

B[ X0 2] = £ 2 — 2]
E.[rs,] = o >
] 1B 1B]?

Pour z € B,_; on a déja E[ry«(2)] > 2r/||B||>. Pour z € B, — B,_; il y a une probabilité
non-nulle indépendamment de r que la marche initialisée a z visite B,_; avant de sortir
de B,. O

Nous avons maintenant une vue compléte des probabilités d’atteinte pour les boules
Euclidienne de grilles en dimension fini. En résumé nous avons prouvé que
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— En dimension d = 2 il existe une constante ¢ > 0 telle que

inf p(z) > ¢
inf p(z) > c-——.
e V) = | B,| log(r)

— En dimension d > 3 il existe une constante ¢ > 0 telle que

r
inf p(z) > c—.
nf ) Z g
Par le Théoréme [3.1] et 'equivalence entre concentration du temps de remplissage et cutoff
en séparation, nous avons donc démontré le résultat suivant.

Soit A un réseau de dimension d > 2. Soit B, 'intersection de boule Euclidienne de
rayon r et de A avec sa frontiére extérieur S, désignée comme puits.
Soit Ty le temps de remplissage de 'IDLA sur B,. Soit t,i; le temps de mélange
pour la distance en séparation de ’'ARW sur B,.

— Si d =2, on a une constante K tel que

Ve > 0,Yr > 1, P(Thay > |By| +¢|B.|) < 2|By|exp [ —K——— ).
log(r)e?

De plus pour tout € > 0 fixé nous avons cutoff en séparation, plus précisé-
ment nous avons tnix(e) = |B,| + Og(\/rlog 7").
— De méme pour d > 3 il existe a une constante K tel que

Ve > 0,¥r > 1, P(Thy > |B,| + £|B,]) < 2|B,| exp (—K%),
g

et tmix(e) = |By| + O (r71/%).

4.2 Cas des graphs non-moyennables

Dans cette partie nous allons regarder la situation opposée au cas des grilles, 1a ou
les grilles on une assez bonne connectivité et une mauvaise expansion, ce qui laisse le
temps a des marches aleatoire de passer du temps avant d’étre absorber, les graphs non-
moyennable ont une trés bonne expansion. De ce fait une particule sur un tel graph a une
trés grande vitesse et s’échappe trés vite vers I'infini. En fait on montera que si on se fixe
un domaine fini dans un graph non-moyennable, une particule initialise uniformément sur
le domaine s’échappera en temps fini. En d’autre terme toute la masse est concentrée dans
un voisinage fini du bord. A 'aide de Théoréme [3.2| on pourra donc estimer le temps de
remplissage et prouver cutoff en séparation la aussi.
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On commence par définir ce que sont les graphes non-moyennable.

Un graph infini G = (V, E) est non-moyennable si

. . |0A]

o >0
ou pour un ensemble fini A € V, 04 = {(z,y) € E|lr € A,y ¢ A} est la frontiére des
arétes (edge boundary).

Autrement dit un graph non-moyennable vérifie I’inégalité isopérimétrique forte. Il
existe une constante C' > 0 tel que pour tout ensemble de sommets fini A € V on a

10A| > C|A|. (4)

De tel graph on donc une trés bonne expansion. On peut facilement vérifier quun graph
non-moyennable a une croissance (voir Définition au moins exponentielle. En effet
Pinégalité isopérimétrique forte implique immédiatement que la croissance b(r)
d’un tel graph vérifie b(r + 1) > (14 C)b(r) et donc b(r) > (1 4+ C)". En particulier la
croissance est au moins polynomial de dégrée 3 et donc nous savons que les fonctions de
Green (voir Définition sont uniformément bornée. Cependant cette fois nous n’aurons
pas besoin de controler les p(z) individuellement, plutét on regarde en moyenne. Plus
précisément on s’interesse au temps de sorti moyen.

Théorie spectral des chaines de Markov et temps de sorti Un outil trés puissant
a notre disposition pour I'analyse des chaines de Markov est la théorie spectral, ’analyse
du spectre de la matrice de transition de la chaine. Comme nous verrons les inégalités
isopérimétrique sont intrinséquement liées a la théorie spectrale.

A toute chaine de Markov réversible X on peut associe un opérateur stochastique
P:02(G) — 2(G) tel que

Pf(r) = Eo[f(X)].

Le trou spectral, noté A\, d’une chaine de Markov est la deuxiéme plus petite valeur
propre de I — P. Si la chaine est réversible I — P est un opérateur symétrique positif
avec au moins une valeur propre nulle qui correspond aux fonctions constantes.

Le trou spectral est un outil essentielle de I'analyse des mélanges de chaines de Markov
fini, en particulier I’inegalite de Poincare. Si 7 est la mesure invariante de la chaine de
Markov et f € ¢?(r) alors

Var,(P'f) < (1 — \)" Varg(f).

ot Var,(f) = [(f—m(f))*dn. Le trou spectral controle la convergence de P' vers la mesure
stationnaire au sens de la norme 2. Dans le cas de graphs infini, un trou spectral non nul
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a aussi était utilise pour démontrer que la marche aleatoire a une vitesse asymptotique
linéaire voir par exemple Woess [Woe(O0, Theorem 8.14]. Ces questions sont trés liée a
notre probléme de temps de sortie et donne 'intuition du fait qu’une marche avec un trou
spectral non-nul s’échappe trés vite.

La premiére étape pour comprendre ce temps de sorti est d’établir le lien entre inégalité
isopérimétrique et trou spectral, qui se fait par la caractérisation variationnelle de ce
dernier. En effet par le théoréme min-max de Courant-Fischer on a que

. (L=P), [)
A= inf .
f fonction Hf”2

a support compact

ou (f,g) =,y f(2)g(z) est la produit scalaire usuel sur £*(G). On peut déja remarquer
que si f est indicatrice d’un ensemble fini de sommets A, alors || f||* = |A|. De plus si P
est la marche simple sur un graph G r-régulier alors

<(I_P)f7f> :%leeAzlzeA_lyeA

zeV Y~z
SO NEL
ZEA y~z
|04
= —

On en déduit qu’un trou spectral non-nul implique I'inégalité isopérimétrique forte, mais
il y a en réalité équivalence.

Lemme 4.1

Un graph infini transitif est non-moyennable si et seulement si son trou spectral est
non-nul.

La preuve est assez technique et reprend les idées de la preuve de Proposition. 4.3 de
[Woe00]. Je la présente ici car je pense qu’elle peut étre intéressante en soit mais n’est
absolument pas essentielle a la compréhension de 1’argumentation.

Démonstration. Soit G un graph transitif non-moyennable. Soit r le dégrée des sommets
de G. Soit P l'opérateur associé a la marche simple sur G. Soit f a support compact. On
commence par observer par symétrie que

(T-P)1f) = (1 S ST NI YY) - f(Z))f(y)>

z€V z~vy yeV z~y

1

2r
Z~y

(f(2) = f())*.

On suppose dans ce qui suit que f est positive pour pouvoir passer facilement du discret
au continue en considérant les courbe de niveau A; = {z € V, f(2) > t}. On remarque
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alors que 0A; = {z ~ y|f(z) >t > f(y)} est une version discréte des lignes de niveau de
la forme {z € R, f(z) = t}. Alors

o e -fy= > / Lie(s(y),s1:1(t
1> 1)

F@)>f(y

0
De plus,

S -fwl= S S + Y _2/ DA, |dt.

zevy f(z)>f(v) F(2)<f(y)

Un calcul similaire permet de voir que

0 zeV

zeV

En conclusion, si on suppose qu’on a l'inégalité isopérimétrique forte, alors il existe une
constante C' > 0 tel que pour toute fonction a support compact

M= 1w =20 1f(=)

z~y zeV

On ne suppose maintenant plus que f est positive. En appliquant cette inégalité a f2 on a
>y 1 (2)7 = f(y)?] > 2C||f||*. En passant le terme de gauche au carre et par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz on a

<Z|f I f () + fly >|> < (Z(f(Z)—f(y))Q) (Z(f(2)+f(y))2>

< (2 = P)f, HIIFIP.

En conclusion )
(I -P)f.J) _ C

A = inf > —
1£112 2r?

> 0.

O

On se fixe maintenant un transitif non-moyennable G = (V| E') avec un opérateur P
associé a la marche aléatoire simple sur GG. L’existence d’'un trou spectral non-nul va nous
permettre de conclure sur la temps d’echapper n’importe quel ensemble. En effet si A est
un ensemble fini quelconque de sommet alors par la caractérisation variationnelle du trou
spectral, le trou spectral de P, la restriction de P a A est

f fonction Hf”2 f fonction ”fH2
a support dans A a support dans A

Donc tous les sous-ensembles fini ont des trou spectraux uniformément minorés. Ce ré-
sultat implique que le temps de sorti moyen d’'un ensemble est fini.
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Proposition 4.4

Soit A € G un ensemble fini de sommets d’un graph transitif non-moyennable G. Si
Ty est le temps qu’une marche aleatoire uniformément initialisée dans A sorte de A,
alors

E[Tv] S

ou A est le trou spectral de G.

Démonstration. Soit X la marche simple sur G, on pose 74 = inf{t > 0|X; ¢ A}, le temps
que la marche aleatoire sorte de A. On peut déja remarquer que si Pa(z,y) = 1, yeaP(x,y)
est la restriction de P sur A, alors pour tout ¢ > 0,

]P)x(Xt =Y, Ta < t) - Pi(xvy)
En moyennant on a pour ¢t > 0,
‘A’Z]P) TA<t ’A‘ZlyeAPny ‘A|<PA1A,1A>
z,ycA
Par la caractérisation variationnel du trou spectral on a aussi que

(Pf.f)

f fonction “f”2
a support compact

1-A=

On en conclu que (P14, 14) < (1=XN)!||14]*> = (1—N)!|A|. Il suffit maintenant d’intégrer

Bl =Y ﬁ ZAR(TA <1)

t=0

= 1 T pt

t=0
<Su-a=1

O

Ce résultat va nous permettre d’appliquer le Théoréme puisque le temps moyen d’ab-
sorption d’une marche uniformément initialisée est toujours bornée par 1/, ce qui veut
dire qu’on a concentration du temps de remplissage pour n’importe quel famille de sous-
graph, tant que leur taille tend vers 4o0.

Soit G un graph transitif non-moyennable. Soit (G,,),>1 une suite de sous-graph fini
de G tel que |G| — co. On désigne la frontiére extérieur de G,, comme puits.

Soit Ty le temps de remplissage de 'IDLA sur G,,. Soit ., le temps de mélange
pour la distance en séparation de ’ARW sur G,,. Alors il existe une constant K qui
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dépend uniquement du graph G tel que pour tout € > 0,

IP’(’ Thun —1‘>5> <L
E[T}un] — ) 7 log(|Gnl/2)e*

De plus Tr = O(|Grllog|Grl). De plus on a cutoff en séparation pour PARW
sur (G,), plus précisément pour tout € > 0 on a tmix(e) = O(|G,|log|G,|) et

tmix(€) — tmix(1 — €) = O (|Gr|/10g |Gyl).

Exemple d’illustration : Arbre régulier infini Un exemple typique de groupe non
moyennables sont les graphs de Cayley des groupes libres généré par d éléments (pour
d > 3). Se sont des arbres d-réguliers. On peut par exemple s’intéresser a B, les boules de
graphs de rayons r avec naturellement des puits aux bords. Par exemple dans le cas d = 3
le résultat qu’on vient de montrer nous dit que la boule B, (voir Figure {4) de volume
©(2") se remplit en temps O(r2"). De plus on a cutoff pour TARW sur ces boules.

FIGURE 4 — Boule de rayon 2 de I’arbre 3-régulier avec son bord.

Une particule initialisée uniformément dans B, ne passera qu’un temps fini dans la
boule. En effet dans ce cas on peut estimer ce temps car la distance & la racine d’une
particule suit la méme loi qu’'une marche biaisée sur N avec probabilité d’avancer 2/3.

Si X est la marche biaisée sur N avec probabilité de faire un saut +1 de 2/3 alors
X — k/3 est une sous-martingale. En effet si X; > 0 alors E[X;1|X;] = X; + 1/3 et si
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X =0 alors E[X;11|X;] = X + 1, dans tous les cas
E[XtJrl - 1/3’Xt] = Xt + 1Xt=02/3 2 Xt.

Si 7, est le premier temps que X, > r alors X;,, est borné on peut appliquer le
théoréme d’arrét de Doob a la sous-martingale X, —t/3

E[r,] < 3(E[X, ] — E[Xo]) = 3(r + 1 — ).

En d’autre terme le temps de sorti moyen d’une particule est majore par 3 fois sa
distance au bord de la boule. Si T, est le temps de sorti d’'une marche aleatoire sur B, et
7 est uniforme sur la boule B,., alors

E[T,] < 37 (d(-, 0B,))
_grtlt 3N (r—0)2
1+3%052
or+l O(r)
U100

=6+0(r27").

La distance moyenne d’un élément de B, au bord est 2+ O(r27"), le temps de sorti moyen
est donc uniformément bornée. On peut alors comprendre pourquoi le temps de remplis-
sage est lent, a chaque étape la particule ajoutée visitera environ 2 autres sites avant
d’étre absorbée il y a donc aucune chance de remplir un site vide lointain, contrairement
a des cas de bonne connectivité comme dans la grille Z2.

5 Conclusion

Nous avons étudié le modéle de marches aléatoires activées (ARW), nous avons prouve

la connexion entre le mélange de ’ARW et le remplissage de 'TDLA. En exploitant cette
connexion nous avons prouvé que le temps de remplissage se concentrait autour de sa
moyenne dans plusieurs cas différents. Si le graph est bien connecté alors chaque particule
peut faire un long chemin avant d’étre absorbe ce qui méne a un temps de remplissage
rapide, dans le cas inverse les particules ne visite qu’un domaine fini avant d’étre absorbée
rapide ce qui donne un remplissage tres lent, a peine aide par la possibilité de particules
de se déplacer. Dans ces deux cas distinct nous avons tout de méme prouve concentration
pour le temps de remplissage et donc cutoff de ’ARW.
La généralité des résultats de concentrations que nous avons démontré laisse penser qu’on
a cutoff pour un trés large ensembles de graph, notamment les boules de graphs pour des
groupes a croissance polynomial. Ce serait 1’extension naturelle du résultat du Théoréme
, d’autant que le controle des fonction de Green est identique au cas de la grille Z2.
Cependant méme dans le cas le plus simple de la boule de graph dans la grille Z¢ les
temps de sorti semble difficile & étudier. En effet les points proches du coin de la boule de
graph (boule L') ont un temps de sorti trés court et donc un p(z) d’ordre 1/|V| mais la
plus part de la masse se concentre au centre ou les p(z) sont similaire a ceux de la boule
Euclidienne.
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